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Anwendung der 13-Momenten-Niherung auf das Problem der
Run-Away-Elektronen

Frieprica HErTWECK

Institut fiir Plasmaphysik GmbH., Garching bei Miinchen

(Z. Naturforschg. 20 a, 1259—1261 [1965] ; eingegangen am 6. Mai 1965)

The non-linear 13 moment approximation is applied to the problem of run-away-electrons. The
solution is compared with the results obtained by DrEicer.

In einer voranstehenden Arbeit! (im folgenden
mit I bezeichnet) wurden die allgemeinen 13-Mo-
menten-Gleichungen fiir ein Plasma abgeleitet. Wir
wollen jetzt den speziellen Fall betrachten, daf} sich
ein homogenes Plasma unter dem Einflu eines kon-
stanten elektrischen Feldes befindet. Dieses Feld soll
so grof} sein, dall die bekannte lineare Naherung
der Momentengleichungen nicht mehr giiltig ist, d. h.
insbesondere, dal} die von Serrzer angegebene Leit-
fahigkeitsformel nicht mehr richtig ist. Wahrend
einer Stoflzeit wichst die thermische Energie der
Elektronen so stark an, da} die daraus resultierende
Verkleinerung der Reibungskraft gegen die Ionen-
Komponente ein weiteres Anwachsen des Kernes zur
Folge hat. Es gibt dann keinen stationdren Zustand
mehr, sondern es treten die sogen. ,Run-away“-
Elektronen auf: Wenn ein Elektron im elektrischen
Feld mehr Impuls (in Feldrichtung) gewinnt, als es
im Mittel durch St68e mit den Ionen verliert, kann
es sehr schnell grole Geschwindigkeiten (verglichen
mit der thermischen Geschwindigkeit) erreichen. Das
ist moglich, weil die Reibungskraft, die die Ionen
auf die Elektronen ausiiben, bei groBen Relativ-
Geschwindigkeiten umgekehrt proportional zum
Quadrat der Relativgeschwindigkeit ist.

Das Problem der Run-away-Elektronen wurde zu-
erst von DrEeicer ? untersucht. Er ging dabei auf
zweierlei Weise vor: Naherungsweise beschrieb er
die Elektronen-Geschwindigkeitsverteilung durch eine
,»verschobene MaxweLL-Verteilung*

fe(u) = exp[ —me(w—up)?/(2kTe)]. (1)
Dieser Ansatz entspricht einer 5-Momenten-Naherung

(Dichte o, isotroper Druck p, mittlere Geschwindig-

1 F. Hertweck, Z. Naturforschg. 20 a, 1243 [1965].

2 H. Dreicer, II. UN Conf. Peaceful Uses of Atomic Energy,
Geneve 1958.

keit up). In der Schreibweise von I lautet die Dif-
ferentialgleichung fiir diese Driftgeschwindigkeit
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Im StoBmoment S ist der Druck isotrop und

ga=0 zu setzen. Der Druck (bzw. die Temperatur)
der Elektronen ergibt sich aus Gl. (6.1)
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Dieses System von Differentialgleichungen ist von
Drercer fiir eine Reihe von &-Werten numerisch
gelost worden.

Der zweite Weg, den Dreicer beschritt, war die
numerische Losung der Foxker—Pranck-Gleichung,
mit deren Ergebnis man diese Naherungsmethoden
vergleichen kann.

Es ist klar, dal die Methode der ,,verschobenen
MaxweLL-Verteilung® nur ungenaue Ergebnisse lie-
fern kann, da es bei den Stromleitungsphdnomenen
wesentlich auf die dritten Momente der Verteilungs-
funktion ankommt. Die Momentengleichungen lau-
ten fiir ein homogenes Plasma und konstantes elek-
trisches Feld:

'-aadTl =& olj €2 (dy, 515 P15 PL) s
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d,; und s, sind Diffusions- und Warmestrom in Rich-
tung des elektrischen Feldes. Wegen der Symmetrie
des Problems kann der Drucktensor nur die beiden
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Komponenten parallel und senkrecht zum elektri-

schen Feld haben, also

Py 0 (())) 5
w=( 0 pL 0],
pas=( 0 210 (5)
Wir wollen hier nicht die rechten Seiten des Dif-
ferentialgleichungssystems (4) explizit angeben,
man erhalt sie leicht aus den in I hergeleiteten For-
meln. Die rechten Seiten enthalten die in Abschnitt
[.4 und 1.5 definierten Integrale (insgesamt 14 ver-
schiedene) und gelten fiir beliebige Werte von d, p
und p . Nur s muf klein sein, d. h.

s <3 pVploe.
Als MaBeinheit der elektrischen Feldstirke
e[ = (e/me) Ey]

wihlen wir die von Dgreicer benutzte ,kritische

Feldstarke®
4/ oo\2
g=2a7 7; (%)Oln Ay [emsec™2] . (6)

Der Index Null bedeutet, dal die Anfangswerte zu
nehmen sind. Die Bedeutung dieser kritischen Feld-
stairke ¢, ergibt sich leicht aus dem Verlauf der
Funktion &1(d,s; pj,py) fir s=0 und pj=
pL =const (Abb. 1). Fiir /e,>0,427 ist bei belie-
bigem d die elektrische Kraft m.e grofler als die

Bremskraft & /n.
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Abb. 1. Die Bremskraft als Funktion der Relativ-
geschwindigkeit.

Wir geben jetzt die numerischen Losungen fiir
zwel Parameter an; sie sind in den Abb. 2 und 3
dargestellt.

Fiir den Parameter-Wert ¢/e,—0,1 hat DrEicer
eine numerische Losung der Fokker—Pranck-Glei-
chung Gl. (I,2.1) angegeben (fiir t=0 bis 7=6).
Man erhilt eine gute Ubereinstimmung in der Tem-
peratur, wahrend die Kurven fiir den Strom gro-
Bere Abweichungen zeigen. Nun sind aber bei Drer-
ceEr Teilchen- und Energieerhaltung wegen der Un-
genauigkeit des Rechenverfahrens nicht genau er-

fillt: Die Teilchenzahl wichst zwischen 7=0 und

F. HERTWECK

7=3 um 30% und bleibt dann konstant. Die Ener-
giebilanz zeigt zeitweise Abweichungen von 15%
vom Sollwert. Ein félschlich zu groBer Strom wiirde
das Vorzeichen der Abweichung in der Energiebilanz
erkliren. Moglicherweise ist also die Ubereinstim-
mung besser, als es hier den Anschein hat. Qualitativ
ergibt sich eine gute Ubereinstimmung in der Druck-
anisotropie (Abb. 3 ¢), insbesondere scheinen beide
Kurven gleichzeitig ihr Maximum zu erreichen. Aus
den von Drercer angegebenen Hohenliniendiagram-
men seiner Losung sieht man, dafl die Asymmetrie
der Verteilungsfunktion zwischen 7=3 und 7=5
am grofBten ist und bei 7 =6 wieder abnimmt. Das
ist mit der Kurve fiir a¢; in Abb. 3b vereinbar.
Zusammenfassend kann man sagen, daf} sich die
wesentlichen Ziige der zeitlichen Entwicklung der
Elektronenverteilungsfunktion durch die 13-Momen-
ten-Néherung wiedergeben lassen. Der Zeitaufwand
fiir die Losung der Momentengleichungen, die hier
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Abb. 2. Die Losung fiir ¢/ec=0,1. Die Zeiteinheit der Abszisse

ist 7 = (2 p/oe) ¢'/2/ec = mittlere StoBzeit. Die gestrichelten

Kurven sind Losungen von Dreicer. Die Temperaturen sind

in Einheiten der Anfangstemperatur aufgetragen, die Dif-

fusionsgeschwindigkeit d in Einheiten von (2 p/oe),"/:. Der

Entwicklungskoeffizient a;=gq/ /2 p/oe aus Gl. (1.3.8) bleibt
dauernd < 0,09; 4p;=p/p—1.
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gewohnliche Differentialgleichungen sind, ist erheb-
lich kleiner als fiir die Losung der partiellen Dif-
ferentialgleichung. (Mit den von DrEicer angegebe-
nen Daten folgt ein Faktor >5000.)

Die Anwendbarkeit dieser Momentengleichungen
ist auf Falle beschrénkt, in denen der Entwicklungs-
koeffizient @; in Gl. (1.3.8) nicht zu grof} ist (das
Quadrat war vernachldssigt worden) ; ferner sollen
die Koeffizienten hoherer Ordnung vernachlassig-
bar sein. Die erste Voraussetzung 148t sich an Hand
der Losungen leicht tiberpriifen (in den beiden ge-
rechneten Beispielen ist sie mit hinreichender Ge-
nauigkeit erfillt).

Keinen Einschrankungen unterworfen sind die
Grofle der Diffusionsgeschwindigkeit d, gemessen
an der thermischen Geschwindigkeit /p/o, und die
Anisotropie (pag —p 0ag) /p des Drucktensors. Wenn
diese Groflen klein sind, gehen die hier abgeleiteten
Momentengleichungen iiber in die lineare Ndherung
von KoLoDNER.

Abb. 3. Die Lésung fiir ¢/ec = 0,5. Die Losung von Drercer
Kurven in Abb. 3a. Auch hier bleibt dauernd ¢, <0,09. —
fiir d und T deckt sich bis auf Zeichengenauigkeit mit den
Abb.3b: a,=q/V2p/oe, Ap|=p;/p—1. 000 Werte von

REICER.



