
13-MOMENTENNÄHERUNG UND RUN-AWAY-ELEKTRONEN 1259

Anwendung der 13-Momenten-Näherung auf das Problem der 
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The non-linear 13 moment approximation is applied to the problem of run-away-electrons. The 
solution is compared with the results obtained by D r e i c e r .

In einer voranstehenden A rbeit1 (im folgenden 
mit I bezeichnet) wurden die allgemeinen 13-Mo- 
menten-Gleichungen für ein Plasma abgeleitet. Wir 
wollen jetzt den speziellen Fall betrachten, daß sich 
ein homogenes Plasma unter dem Einfluß eines kon­
stanten elektrischen Feldes befindet. Dieses Feld soll 
so groß sein, daß die bekannte lineare Näherung 
der Momentengleichungen nicht mehr gültig ist, d. h. 
insbesondere, daß die von S p i t z e r  angegebene Leit­
fähigkeitsformel nicht mehr richtig ist. Während 
einer Stoßzeit wächst die thermische Energie der 
Elektronen so stark an, daß die daraus resultierende 
Verkleinerung der Reibungskraft gegen die Ionen- 
Komponente ein weiteres Anwachsen des Kernes zur 
Folge hat. Es gibt dann keinen stationären Zustand 
mehr, sondern es treten die sogen. „Run-away“- 
Elektronen auf: Wenn ein Elektron im elektrischen 
Feld mehr Impuls (in Feldrichtung) gewinnt, als es 
im Mittel durch Stöße mit den Ionen verliert, kann 
es sehr schnell große Geschwindigkeiten (verglichen 
mit der thermischen Geschwindigkeit) erreichen. Das 
ist möglich, weil die Reibungskraft, die die Ionen 
auf die Elektronen ausüben, bei großen Relativ- 
Geschwindigkeiten umgekehrt proportional zum 
Quadrat der Relativgeschwindigkeit ist.

D as P ro b lem  der R u n-aw ay-E lek tronen  w urde zu ­
erst von  D r e i c e r  2 untersucht. E r g in g  dabei auf 
zw eierle i W eise  vo r: N ä h eru n g sw e ise  beschrieb  er 
die  E lek tron en -G esch w in d igk eitsverteilu n g  durch ein e  
„versch obene MAXWELL-Verteilung“

/e (tt) =  exp [ — me (tl — Md) 2/ (2 k T e) ] .  (1)

Dieser Ansatz entspricht einer 5-Momenten-Näherung 
(Dichte o, isotroper Drude p, mittlere Geschwindig­

1 F. H e r t w e c k ,  Z. Naturforschg. 2 0  a ,  1243 [1965].
2 H .  D r e i c e r ,  II. UN Conf. Peaceful Uses of Atomic Energy,

Geneve 1958.

keit Md). In der Schreibweise von I lautet die Dif­
ferentialgleichung für diese Driftgeschwindigkeit

® P « . p > -  <2 >

Im Stoßmoment (£(ae) ist der Druck isotrop und 
(ja — 0 zu setzen. Der Druck (bzw. die Temperatur) 
der Elektronen ergibt sich aus Gl. (6.1)

=«*.©?> « M .  (3)

Dieses System von Differentialgleichungen ist von 
D r e i c e r  für eine Reihe von «-Werten numerisch 
gelöst worden.

D er zw eite W eg, den D r e i c e r  beschritt, w ar d ie  
num erische L ö su n g  der F o k k e r —PLANCK-Gleichung, 
m it deren E rgeb n is m an d ie se  N äh eru n g sm eth o d en  
vergleichen  kann.

Es ist klar, daß d ie  M eth ode der „versch obenen  
MAXWELL-Verteilung“ nur u n gen au e E rg eb n isse  l ie ­
fern  kann, da es bei den S tro m leitu n g sp h ä n o m en en  
w esentlich  au f d ie  dritten  M om en te der V e rte ilu n g s­
fun ktion  ankom m t. D ie  M om en ten g le ich u n gen  la u ­
ten für e in  h o m o g en es P la sm a  und kon stan tes e lek ­
trisches F eld :

3p11 ,—(e) , j  v
~3j  — (“ i 5 5i ; pii, p ± ) ,

(d t , Si; PH, p j J ,

= % { e)(d1, s 1; p i \ , p ± ) ;  (4)

d t und sx sind Diffusions- und Wärmestrom in Rich­
tung des elektrischen Feldes. Wegen der Symmetrie 
des Problems kann der Drucktensor nur die beiden
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Komponenten parallel und senkrecht zum elektri­
schen Feld haben, also

Wir wollen hier nicht die rechten Seiten des Dif­
ferentialgleichungssystems (4) explizit angeben, 
man erhält sie leicht aus den in I hergeleiteten For­
meln. Die rechten Seiten enthalten die in Abschnitt 
1.4 und 1.5 definierten Integrale (insgesamt 14 ver­
schiedene) und gelten für beliebige Werte von d, p || 
und pj_ . Nur 5 muß klein sein, d. h.

s<%p VpjQe •
Als Maßeinheit der elektrischen Feldstärke 

£x[ =  (e/me) E t ]

wählen wir die von D r eic er  benutzte „kritische 
Feldstärke“

£c =  2 ji —  (— ) l n y l 0 [cm sec“ 2] . (6) 
m e \  P 10 U

Der Index Null bedeutet, daß die Anfangswerte zu 
nehmen sind. Die Bedeutung dieser kritischen Feld­
stärke €c ergibt sich leicht aus dem Verlauf der 
Funktion @ie)(d, s; p \\, p jJ  für 5 =  0 und p|| =  
pj_ =  const (Abb. 1). Für «/£c>  0,427 ist bei belie­
bigem d  die elektrische Kraft m e s größer als die 
Bremskraft ©ie)/re.

Abb. 1. Die Bremskraft als Funktion der Relativ­
geschwindigkeit.

W ir geben jetzt die numerischen Lösungen für 
zwei Parameter an; sie sind in den Abb. 2 und 3 
dargestellt.

F ü r den  P aram eter-W ert f /£ c =  0 ,l hat D reicer 
e in e  nu m erische L ö su n g  der F okker—PLANCK-Glei- 
chun g Gl. (1,2.1) a n g eg eb en  (fü r  r =  0 b is  r  =  6). 
M an erh ält e in e  gu te  Ü b erein stim m u n g  in  der T em ­
peratur, w äh rend  d ie  K urven  für den Strom  g rö ­
ß ere A b w eich u n gen  zeig en . N u n  sin d  aber bei D r ei­
cer T eilchen- und E n erg ieerh a ltu n g  w egen  der U n ­
g en a u ig k e it  des R ech en verfahrens nicht gen au  er ­
fü llt: D ie  T eilchenzah l w ächst zw ischen  r = 0 und

x =  3 um 30% und bleibt dann konstant. Die Ener­
giebilanz zeigt zeitweise Abweichungen von 15% 
vom Sollwert. Ein fälschlich zu großer Strom würde 
das Vorzeichen der Abweichung in der Energiebilanz 
erklären. Möglicherweise ist also die Übereinstim­
mung besser, als es hier den Anschein hat. Qualitativ 
ergibt sich eine gute Übereinstimmung in der Druck­
anisotropie (Abb. 3 c), insbesondere scheinen beide 
Kurven gleichzeitig ihr Maximum zu erreichen. Aus 
den von D reic er  angegebenen Höhenliniendiagram­
men seiner Lösung sieht man, daß die Asymmetrie 
der Verteilungsfunktion zwischen r  =  3 und r =  5 
am größten ist und bei r =  6 wieder abnimmt. Das 
ist mit der Kurve für ax in Abb. 3 b vereinbar.

Zusammenfassend kann man sagen, daß sich die 
wesentlichen Züge der zeitlichen Entwicklung der 
Elektronenverteilungsfunktion durch die 13-Momen- 
ten-Näherung wiedergeben lassen. Der Zeitaufwand 
für die Lösung der Momentengleichungen, die hier

Abb. 2. Die Lösung für s/ec= 0 , l .  Die Zeiteinheit der Abszisse 
ist r =  (2 plQe)0l/t/ sc mittlere Stoßzeit. Die gestrichelten 
Kurven sind Lösungen von D r e i c e r . Die Temperaturen sind 
in Einheiten der Anfangstemperatur aufgetragen, die Dif­
fusionsgeschwindigkeit d in Einheiten von (2 p/f>e) Der 
Entwicklungskoeffizient a1 =  q/ ]/2 p/()e aus Gl. (1.3.8) bleibt 

dauernd < 0 ,0 9 ;  Ap \ \=p\ \ j p—1.
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gewöhnlidie Differentialgleichungen sind, ist erheb­
lich kleiner als für die Lösung der partiellen Dif­
ferentialgleichung. (Mit den von D r e ic e r  angegebe­
nen Daten folgt ein Faktor >  5000.)

Die Anwendbarkeit dieser Momentengleichungen 
ist auf Fälle beschränkt, in denen der Entwicklungs­
koeffizient di in Gl. (1.3.8) nicht zu groß ist (das 
Quadrat war vernachlässigt worden) ; ferner sollen 
die Koeffizienten höherer Ordnung vernachlässig- 
bar sein. Die erste Voraussetzung läßt sich an Hand 
der Lösungen leicht überprüfen (in den beiden ge­
rechneten Beispielen ist sie mit hinreichender Ge­
nauigkeit erfü llt).

Keinen Einschränkungen unterworfen sind die 
Größe der Diffusionsgeschwindigkeit d, gemessen 
an der thermischen Geschwindigkeit Vp/oe und die 
Anisotropie (p aß — p öaß) /p  des Drudetensors. Wenn 
diese Größen klein sind, gehen die hier abgeleiteten 
Momentengleichungen über in die lineare Näherung 
von K o l o d n e r .

Abb. 3. Die Lösung für =  0,5. Die Lösung von D r e ic e r  
Kurven in Abb. 3 a. Auch hier bleibt dauernd ax <  0,09. — 
für d und T deckt sich bis auf Zeichengenauigkeit mit den 
Abb. 3b : a1 =  q/]/2plQe , Ap\\—p\\jp—\. OOO Werte von 

D r e i c e r .


